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Mécanique et 
monuments 
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La mécanique: c’est quoi?
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Les mêmes pères… et mères
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G. Galilei

I. Newton

L. Euler

J. Le Rond d’Alembert

G. L. De Lagrangia
S. Germain
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E. Noether

C. A. Truesdell



De quoi s’occupe-t-elle la mécanique?
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Parcours Mécanique, Simulation et Conception (MSC) − Licence mention physique 
Département des sciences physiques – UFR des Sciences de Versailles 

14 
 

Conception mécanique et CAO LSME621 
nombre de crédits 6 ECTS 
période S6 
responsable du module S. Alfayad 
autres intervenants S. Soursou 
pré-requis mécanique du solide, résistance des matériaux 

Objectifs : 
Ce cours vise à initier les étudiants aux méthodes d'analyse et de conception des systèmes 
mécaniques. Le cours aborde l'étude des solutions constructives ainsi que les méthodes de 
dimensionnement. La conception et la modélisation assistées par ordinateur (CAO) sont abordées en 
travaux pratiques (logiciels Catia et Solidworks), avec une initiation aux techniques d'impression 3D. 

Contenu : 
-Représentation des liaisons entre solides 
-Jeux et choix d'une modélisation pour les liaisons 
-Modélisation des actions de contact 
-Solutions constructives pour les guidages 
-Guidages par éléments roulants 
-Transmission de puissance par engrenages 

Volume horaire : 
 CM TD TP Projet Total 
heures 18 21 15  54 

Contrôle des connaissances : 
contrôle continu (25%), TP (25%), examen final (50%) 

 
Modélisation CAO : vue éclatée d’un micromoteur 

Structures Matériaux Fluides

Acoustique Mécanismes Robotique

Energie Environnement Biologie



La mécanique et le patrimoine
• Plus récemment, la mécanique participe 

à l’étude du patrimoine, d’abord avec des 
é tudes su r l es s t ruc tu res , p lus 
récemment aussi sur les peintures etc. 

• La première action dans ce sens 
concerne le dome de San Pierre (1742, 
R. G. Boscovich, T. Le Sueur, F. Jacquier)
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Nos recherches
• Nous avons utilisé la simulation numérique appliquée à la mécanique des 

structures et des fluides pour différentes études sur le patrimoine 

• Objets des recherches:  

• Notre Dame (2016 JNM, 2016, classifié;                                                                                          
2019 Eng Str, 2021 J Cult Herit, 2022 TEMA,                                                                                                                
2022 Int J Arch Herit) 

• Panthéon de Rome (2018 Eng Str,                                                                                                 
2018 Eng Fail An) 

• Statues (2019 Int J Mech Sc, 2020 J Cult Herit) 

• Voutes (2020 Eng Str)
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Motivations des recherches
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• Ces recherches étaient motivées par deux raisons: 

• étudier la vulnérabilité des monuments aux actions 
extrêmes: explosions et tempêtes de vent 

• essayer de mieux comprendre la pensée structurale et 
la connaissance technique des anciens

The nonlinear simulations are done assuming a mass-proportional damping for the explicit analyses in order to reach equilibrium
rapidly and dissipate undesirable inertial effects (quasi-static condition). We have used a FEM composed of 3.7 millions of deegres of
freedom (DOF), made of four-nodes thermally coupled tetrahedral elements, see Fig. 4. This choice has been done after a mesh
convergence analysis, as explained in [21].

We have simulated the shrinkage of the dome for different volumetric straining to thermal expansion coefficient ratios, starting
from a (εv/α)1= 3.4 K till (εv/α)5= 4.55 K, which corresponds to the maximum value of εv/α if a stable configuration has to be found
for the dome, at the end of the simulations, through equally-spaced increments. For each ratio, we have monitored the average and
maximum latitude reached by the meridional cracks above the springing, θmean and θmax respectively, and the azimuthal frequency,
i.e., the reciprocal of the average azimuthal angle between two consecutive cracks, fϕ=1/ϕmean (see Fig. 5). Table 2 shows the results
of the calculations and Fig. 6 the relative crack patterns.

We can clearly notice a sort of invariance of the azimuthal frequency for εv/α≥ (εv/α)2. fifteen meridional cracks spread the dome
independently from the volumetric strain, thus from the amount of shrinkage. This value coincides almost perfectly with that re-
ported by Terenzio of fourteen major cracks. This can be put into correspondence with the existence of fifteen equally-spaced caveas
present at the base of the dome itself: all the major cracks stem from such caveas to propagate meridionally throughout the dome (see
Fig. 7). The slight difference in the azimuthal frequency could, however, be explained if one considered the presence of the pronaos
located at the entrance of the Pantheon (see Fig. 9), which, if constructed at the same time of the dome, could have prevented the
formation of the fifteenth crack above the entrance door, by limiting the volumetric straining of the contiguous part of the dome.
Indeed, looking at the pattern photographed by Terenzio (Fig. 2), we can notice a sort of symmetry to a plane passing from the
extremities and the center of the figure itself. That is, with respect the plane of symmetry of the building. Moreover, the azimuthal
distance between the first left-hand side and the last right-hand side cracks is higher with respect to all the other ones, suggesting the
explanation argued above. Fig. 9 shows a schematic representation of the possible crack pattern with fourteen cracks.

The subsequent decentering of the dome and gravity action plays a less relevant role with respect to shrinkage in the development
of cracks, as clearly depicted in Fig. 8. Indeed, the cracks with tip's latitude reaching a value higher than that where tensile hoop
stresses become compressive (for a hemispherical dome of uniform thickness this theoretically occurs at a latitude θ≅ 52°, see [9]), do
not evidently propagate further in the (macroscopic) equilibrium configuration of the dome.

Fig. 4. Geometrical model of the Rotonda and a detail of the dense FE Mesh.

Fig. 5. Schematic representation of polar and azimuthal angles.
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2
Actions extrêmes: 
explosions 
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La menace iconoclaste
• Objectif de l’étude: comprendre les mécanismes de ruine et 

concevoir les protections nécessaires par la simulation numérique 
des explosions et de leurs effets
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Cathédrale de Reims,1914

Bouddhas de Bamiyan, 2001

Palmyra, 2015

Motivation de l’étude 

JNM	2018	 2	MASI,	F.,	STEFANOU,	I.,	VANNUCCI,	P.	

Temple de Bêl, 2015 - 2016 

Grande mosquée al-Nouri, 2017 

Mosul, 2017

Parthenon, 1687



Le Panthéon: un monument emblématique
• Bâti par l’empereur Adrian entre 118 et 128 a. C. c'est 

probablement l’oeuvre d’Apollodore de Damas
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Le Panthéon, un tribut à Archimède?
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Etude d’une explosion au centre de la Rotonda
• Simulation:  méthode CEL (Coupled Eulerian Lagrangian) pour la simulation de 

l’explosion: volumes finis pour l’air et éléments finis pour la structure  

• Au total: 13.14x106 dof (10.34x106 FV+2.8x106 FE). 

• Le modèle FEM comprends les caissons et les 14 grandes fissures du dome
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Analyses numériques et séquence 
de calcul 

JNM	2018	 8	MASI,	F.,	STEFANOU,	I.,	VANNUCCI,	P.	

!  Modèle aux EF + EV : 2.80 + 10.34 millions d.d.l. 

!  Séquence de calcul 

poids  
TNT  



La simulation des matériaux
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Matériaux et modélisation  

JNM	2018	 6	MASI,	F.,	STEFANOU,	I.,	VANNUCCI,	P.	

Matériaux ρ 
(kg/m³) 

E 
(GPa) 

ν G 
(J/m²) 

f 
(MPa) 

Granite 2500 55.3 0.16 17.5 3.50 

Béton 1 2000 13.5 0.20 62.1 0.68 

Béton 2 1750 7.0 0.20 59.4 0.63 

Béton 3 1600 4.6 0.20 57.7 0.60 

Béton 4 1500 3.6 0.20 56.6 0.58 

Béton 5 1350 3.0 0.20 55.0 0.55 
[Hillerborg et al., 1976] 

f t 



Mécanisme d’action de l’explosion
• La géométrie de la Rotonda engendre une focalisation à haute vitesse 

des ondes de choc, primaires et réfléchies 

• Quand la focalisation passe à travers l’oculus, les tractions produites 
fracturent le dome; le poids fait le reste
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Remarques finales 

JNM	2018	 12	MASI,	F.,	STEFANOU,	I.,	VANNUCCI,	P.	

!  Importance de prendre en compte les phénomènes de réflexion 

!  Le Panthéon montre une résistance intrinsèque aux explosions 

!  Dimensions 
!  Géométrie 
!  Résilience du béton Romain 

• E v o l u t i o n d e l a 
surpression due à 
l’explosion



3
Actions extrêmes: 
vent 
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• Le dérèglement climatique produit des tempêtes de vent de plus en 
plus fortes et fréquentes   

• 15 Octobre 1987: 220 km/h à Cap Finisterre 

• 26 Décembre 1999: 169 km/h dans Paris 

•

Motivation de la recherche
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Effets sur les patrimoine bâti
• 1976: clocher de Saint Bonifatius à Leeuwarden (Pays 

Bas) 

• 12 Janvier 2017: la tempête Egon détruit la  rosace de 

la Cathédrale de Soissons  

• De par leur hauteur, les cathédrales gothiques sont 

particulièrement exposées

21



Fonctionnement statique d’une cathédrale gothique

• Une cathédrale gothique est un organisme délicat, dont l’équilibre 
repose sur une collaboration des différentes parties structurales. 

• Les éléments caractéristiques sont: piliers, voute d’arêtes, 
charpente, arcs-boutants, pinacles et contreforts.
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Triforium
Mur de coulée



• Fonctionnement statique sous 
l’action du poids propre. 

• Le concept fondamental est que 
l’arc et la voûte sont des structures 
qui portent les charges verticales 
grâce à la présence d’une force de 
contraste, la poussée horizontale. 

• Cette poussée doit être ramenée en 
fondation. 

• Ceci est assuré par les arcs-
boutants et les contreforts. 

• Cette organisation statique est 
caractéristique de l’art gothique.
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• Fonctionnement sous l’action du vent: le vent produit une poussée horizontale sur la 
partie haute.  

• Cette poussée est reportée en fondation par les parties rectilignes des arcs-boutants et 
par les contreforts, avec l’aide des pinacles. 

• La poussée passé du côté au vent à celui sous le vent aussi à travers la charpente, 
notamment avec les entraits. 

• Le poids de la charpente, en outre, contribue fortement à l’équilibre du mur gouttereau: 
une charpente légère est un contresens structural. 

• La charpente revêt donc un rôle fondamental dans l’équilibre d’une cathédrale, elle n’est 
pas qu’une structure de couverture.
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Les raisons d’une recherche: état de l’art
• La question est: quel est le vent capable de causer la ruine 

structurale d’une cathédrale gothique?  

• Très peu d’études concernent ce problème: 

• R. Mark (Univ. Princeton), photo-élasticité 2D, ’70-’80 

• M. Como (Univ. Rome 2), analyse limite 2D, 2013, 2015 

• Problème: théorie inadequates, schémas plans 

• Objectif: simulation numérique sur un modèle 3D
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Lo spaccato di Notre-Dame mostra l'elevazione interna della navata
centrale originaria (prima della campagna di ricostruzione del XIII seco-
lo) così come è stata ricostruita dagli autori sulla base di analisi strutturali
e archeologiche. Gli archi rampanti superiori trasferivano sugli archi

situati a livello della galleria le spinte verso l'esterno esercitate dal carico
del vento e a loro volta gli archi inferiori le trasferivano ai contrafforti a
pilastro (piedritti). A sinistra della navata centrale la sezione (in grigio)
taglia i contrafforti e i pilastri; a destra taglia il centro di una campata.

t'GALLERIA

ARCO
A QUARTO <
DI CERCHIO
NASCOSTO

ARCHI
RAMPANTI

CLERISTO RIO

PIANO
DEL ROSONE

VOLTE DELLA
GALLERIA

VOLTE
DELLE
NAVATE
LATERALI

111—

CONTRAFFORTI A PILASTRO

PILASTRO
A COLONNA

10

ARCATA
PRINCIPALE

luppi edilizi. L'impronta artistica di questi
artigiani è distinguibile nel trattamento
dei particolari strutturali e decorativi.

Una seconda impostazione dello studio
delle chiese gotiche si basa sui moderni
strumenti dell'analisi strutturale per capire
come gli edifici funzionino effettivamente.
Una tecnica di questo genere, di cui ci
siamo serviti estesamente, si basa sulla co-
struzione di modelli fotoelastici (si veda
l'articolo L'analisi strutturale delle catte-
dralì gotiche di Robert Mark in «Le Scien-
ze», n. 54, febbraio 1973). Un modello di
plastica trasparente della sezione trasver-
sale di una cattedrale viene riscaldato fino
a circa 150 gradi centigradi, temperatura
alla quale la plastica diventa gommosa e
viene deformata facilmente dall'applica-
zione di pesi che simulino le forze dei pesi
morti e del vento sull'edificio. Quando il
modello viene raffreddato, le deformazio-
ni si fissano e producono una figura d'in-
terferenza se il modello stesso viene visto
attraverso filtri polarizzatori incrociati. La
figura d'interferenza può essere interpre-
tata come una mappa isocromatica delle
sollecitazioni e può rivelare in tal modo
possibili difetti strutturali nell'edificio.

L
studio di Notre-Dame di Parigi con
questi due metodi ci ha condotti a una

nuova ricostruzione della navata origina-
ria e dei primi archi rampanti. L'intero
sistema di contrafforti fu estesamente rico-
struito a partire dal terzo decennio del XIII
secolo, e ampi restauri furono eseguiti
anche a metà del XIX secolo. Le testimo-
nianze archeologiche fanno pensare che il
sistema originale di contrafforti fosse mol-
to più semplice di quanto si pensasse in
precedenza. Esso comprendeva due ordini
separati e sovrapposti di archi rampanti:
uno superiore, sopra il tetto della galleria,
per controventare l'alto muro del cleristo-
rio, e uno inferiore per rinforzare il muro
esterno della galleria e per aumentare la
resistenza alla spinta verso l'esterno tra-
sferita dagli archi superiori.

La testimonianza più importante di que-
sta sistemazione è un arco con un'apertura
di un quarto di cerchio situato nella faccia
interna di un muro a contrafforte che sor-
regge il transetto meridionale (si veda l'il-
lustrazione in alto a destra). Pur essendo
immerso nel muro e pur non essendo mai
stato aperto come un vero arco rampante,
la sua curva riflette quasi certamente quel-
la degli archi aperti che sostenevano il de-
ristori° della navata contigua. Questo si-
gnifica che gli archi superiori originali do-
vevano poggiare sul muro maestro in un
punto situato più o meno a metà dell'aper-
tura originale della finestra. L'ordine infe-
riore di archi rampanti, cioè quello della
galleria, sopravvisse più o meno intatto
fino ai restauri del XIX secolo, ed è quindi
possibile determinarne la configurazione
da disegni e da antiche fotografie fatte
prima di quella campagna edilizia. Ulterio-
ri particolari architettonici sono suggeriti
dalla chiesa coeva di Saint-Martin a
Champeaux, che apparteneva al vescovo
di Parigi e i cui archi rampanti si pensa che
riflettano lo schema originale di contraf-
forti della cattedrale di Parigi.

Il muro a contrafforte del XII secolo situato al di sopra della galleria sul transetto meridionale della
cattedrale incorpora all'interno un arco murato che probabilmente ripete quello dell'ordine supe-
riore originario, il quale sosteneva il contiguo cleristorio della navata. Questa testimonianza archeo-
logica fa supporre che i primi archi rampanti si innestassero nel cleristorio in un punto più o meno a
metà altezza delle finestre originarie, molto al di sotto del tetto. Nel XIII secolo gli archi superiori
furono sostituiti da enormi archi rampanti che si stendevano su entrambe le navate laterali.

Il modello fotoelastico della navata originaria di Notre-Dame rivela la distribuzione delle sollecita-
zioni indotte da carichi simulati del vento e indica come probabilmente esistessero motivi di ordine
strutturale per ricostruire gli archi rampanti. Il modello di plastica trasparente è visto con l'ausilio di
filtri polarizzatori. La figura d'interferenza che ne risulta è una mappa isocromatica dell'intensità
delle sollecitazioni, in cui ogni colore corrisponde a un livello diverso di sollecitazione. Si hanno
zone critiche là dove le linee in colore sono ravvicinate. È stata trovata una tensione significativa nei
punti in cui gli archi rampanti si innestano nel cleristorio e nella galleria. È probabile che in queste
zone le incrinature che si producevano nella malta richiedessero riparazioni e restauri frequenti,
finché la costruzione dei nuovi contrafforti effettuata nel XIII secolo eliminò l'inconveniente.
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Architecture et dimensions de Notre Dame 
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structural unit

45
 m

48 m

130 m

• Objet de l’étude: Notre Dame



Une structure élaborée…et fragile
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Les arcs boutants
• Parmi les plus grands au 

monde, ils ont une volée 
de ∼12 m
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Le modèle numérique
• Modèle réalisé à partir du relevé laser 3D de 

A. Tallon
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Modélisation du vent et du matériau
• Modèle de vent: variation avec une loi en puissance 

• Matériau non linéaire                                      
endommageable (Hillerborg et al, 1976)
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Critère d’évaluation de la vitesse critique de vent
• Contrôle des déplacements: le vent critique produit des 

déplacements illimités de la clé de voute  

• Si le diagramme des déplacements se stabilise, la cathédrale  a 
atteint un état d’équilibre, autrement c’est la ruine structurale
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Le mécanisme de ruine
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Les effets de l’incendie du 15 Avril 2019
• Ce modèle nous a permis de quantifier les effets des destructions 

structurales causées par l’incendie
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• Le modèle de la structure a 
été modifié pour prendre en 
compte les destruct ions 
causées par l’incendie 

• La vitesse du vent critique 
passe de ∼222 km/h à ∼90 
km/h (-60%)
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Une recherche expérimentale
• La distribution de la pression du vent sur une cathédrale gothique 

reste un problème ouvert 

• C’est un cas où la simulation numérique ne peut toujours pas 
résoudre le problème de manière efficace
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• Expé r imen ta t i on 
dans la soufflerie 
avec couche limite 
atmosphérique de 
l ’ U n i v e r s i t é d e 
Florence



Le modèle physique
• Modèle 1/200 réalisé à l’I2M par impression 3D
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• Le modèle ainsi réalisé a été fortement instrumenté (~1200 
capteurs de pression)
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Tests en soufflerie
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• Te s t s a v e c o u s a n s 
environnement 

• Evaluation de l’influence de 
l’environnement



• Visualisations du flux
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Cartographie des pressions du vent sur la cathédrale
• Variation de la pression du vent avec la direction
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• Effet de la turbulence
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4
La mécanique 
comme 
instrument 
d’archéologie 
synthétique
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Mécanique des structures et archéologie
• Dans différentes études on a rencontré des questions 

d’ordre historique qui attendent encore une réponse 

• En particulier: quelle était la pensée constructive des 
anciens bâtisseurs (peu importe si correcte ou pas) ? 

• Dans certains cas la mécanique des structures et la 
simulation numérique peuvent aider  

• Le Panthéon et Notre Dame sont encore deux exemples 
typiques de ça
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Une étude sur les fissures du dome du Panthéon
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• 1934: Terenzio découvre les 14 grandes fissures du dome 

• Ces fissures ont une direction méridienne et s’arrêtent à ∼ 57°, où les 
contraintes selon les parallèles deviennent de compression  

• Selon Terenzio, les fissures se sont produites immédiatement après la 
construction, car les briques utilisées pour les réparer portent les mêmes 
marques que celles du Panthéon 



• La question est : les fissures sont liées aux 
processus de conception du dome et en 
particulier à la présence des anneaux sur le 
bas du dome?  

• Deux études tirent des conclusions opposées: 

• Mark & Hutchinson (1986): les Romains savaient 
que les fissures étaient inévitables et qui se 
formaient très rapidement et pour garantir l’équilibre, 
dans un mécanismes de contre-balancier, avaient 
placé les anneaux sur le dome  

• Brune  and Perucchio (2010): les anneaux servaient 
seulement à réduire la contrainte de traction dans le 
bas du dome 

• Les deux études s’appuyaient sur deux 
modèles FEM très (trop) réduits
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 5 Computer-drawn, finite-element section of Pantheon model

 in order of geometric and loading complexity, are desig-
 nated as:

 Model 1: Hemispherical dome of constant, 1.5-meter
 thickness, nine-meter-diameter oculus, 21.65-meter inte-
 rior radius, the whole formed of uniform, "heavy" concrete
 having a density of 2200 kg/m3. The base of the hemi-
 spherical dome is supported only against vertical loadings;
 no horizontal buttressing is acting, as illustrated in Figure
 6a. Because of its simplicity, this configuration is readily
 analyzed from shell theory, and therefore it was under-
 taken to provide a check on the modeling procedure." But
 since the dome is unbuttressed, it also serves to reveal the
 limiting, maximum value of circumferential (hoop) tension
 for a dome of Pantheon scale because expansion of the dome
 base is here unconfined. (For an explanation of the phe-
 nomenon of hoop stress, see the description of the full Pan-
 theon model behavior [Model 6] below.)

 Model 2: Hemispherical dome of the same dimensions
 and the same support conditions as Model 1 (Fig. 6a), ex-
 cept that the density is that of the light, gradated concrete
 of the actual dome.

 Model 3: Hemispherical dome of the same dimensions
 as above, with concrete density distributed as in the actual
 dome, but the base of the dome is now rigidly attached to
 the 5.5-meter-thick, cylindrical wall below it, as shown in
 Figure 6b. In this case, the heavy wall provides consider-
 able resistance to outward deformation of the dome base.

 Hence, maximum hoop tension is not experienced there,
 but rather in a region of the dome well above the base.

 Model 4: Same configuration and concrete density dis-
 tribution as Model 3, except that the attached cylindrical
 wall is now carried upward along the dome, as it is in the
 actual building. This configuration is the same as that of
 the full Pantheon model, but without the stepped rings (Fig.
 6c). Maximum hoop tension is experienced in the extension
 of the cylindrical wall.

 Model 5: Same configuration as the full Pantheon model
 (Fig. 4), except that the entire structure is formed of uni-
 form, "heavy" concrete with a density of 2200 kg/m3. Thus,
 overall structural behavior is similar to that of the light,
 full model described below, except that stresses are higher.

 Model 6: Full Pantheon model (Fig. 4) with light, gra-
 dational concrete density as outlined in the previous section.

 The deformations in the full-model section (Model 6) un-
 der the action of gravity forces are illustrated, at much ex-
 aggerated scale, in Figure 7. Although a hemisphere is not
 so efficient as a parabolic dome in reducing bending forces
 from this loading, bending throughout the section was
 found to be relatively low. Indeed, bending forces were low
 enough so that when their effect was combined with those
 of the (meridional) compressive thrusts of the dome, the
 combined stresses were everywhere compressive in the
 plane of the section. Furthermore, indicated total levels of
 stress were moderate for this type of construction. The
 highest value of compressive stress in the dome itself is 2.8
 kg/cm2; the maximum compressive stress at the level of the
 footings is 8.4 kg/cm2. Compressive stresses of the same
 order of magnitude were found in all the other models as
 well.

 Tension was found to be present, but acting only cir-
 cumferentially. The major cause of this tension can be dis-
 cerned from Figure 7. The outward deformation at the base
 of the dome, and of the upper portion of the cylindrical
 wall, must be accompanied by increases in circumferential
 length. This stretching of material in the hoop direction is
 accompanied by hoop tensile stress. For the full Pantheon
 model, these stresses are low - the maximum indicated
 value appears at point (a) on Figure 7: 0.6 kg/cm2 - well
 within the tensile strength of even low-grade concrete. They
 are also much lower than the magnitudes of maximum ten-
 sile hoop stress found in Models 1-5 (Table). But a com-
 parison of the result from the different models is illumi-
 nating, particularly in light of the present state of the dome
 fabric.

 One observation is that the light aggregates used for the
 construction of the dome are indeed quite effective for re-

 12 See, e.g., D.P. Billington, Thin Shell Concrete Structures, New York,
 1965, 41-43.
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computed by their analyses for this state would be sufficient to cause structural-scale 

cracking only if the ancient Roman concrete had negligible tensile strength.27

 

 

 

Figure 4.5 Juxtaposition of scaled (500x) deformation patterns and tensile hoop-stress fields from the present work, 

showing the deleterious effect of step-ring removal. Fully dark regions are compressive. 

 

The apparently negligible structural-scale tensile strength motivates the second set of 

analyses, wherein a no-tension axisymmetric model predicts meridional cracks up to a 

latitude 54°. Close correspondence between the no-tension computational model concrete 

and the physical observation of the present structure, after 1800 years of earthquakes, 

flooding, and differential settlement, encourages the authors to declare that “… to all 

                                                  
27 This assumption is quantitatively refuted by results presented subsequently in Chapter 8. 

FE model of  
Mark & Hutchinson

FE model of  
Brune & Perucchio



• Pour établir si Mark & Hutchinson ont raison, il fallait montrer que 
les fissures pouvaient effectivement apparaître tôt après la 
construction du dome 

• Nous avons cherché un mécanisme physique susceptible de 
produire de telles fissures: c’est le retrait du béton 

• Nous avons simulé le retrait par une variation de température et 
on a fait un calcul en trois étapes: on applique la gravité sur le 
dome encore supporté par les échafaudages, on fait varier la 
température et finalement on simule la dépose de l’échafaudage 

• La simulation numérique est faite sur le modèle 3D
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The nonlinear simulations are done assuming a mass-proportional damping for the explicit analyses in order to reach equilibrium
rapidly and dissipate undesirable inertial effects (quasi-static condition). We have used a FEM composed of 3.7 millions of deegres of
freedom (DOF), made of four-nodes thermally coupled tetrahedral elements, see Fig. 4. This choice has been done after a mesh
convergence analysis, as explained in [21].

We have simulated the shrinkage of the dome for different volumetric straining to thermal expansion coefficient ratios, starting
from a (εv/α)1= 3.4 K till (εv/α)5= 4.55 K, which corresponds to the maximum value of εv/α if a stable configuration has to be found
for the dome, at the end of the simulations, through equally-spaced increments. For each ratio, we have monitored the average and
maximum latitude reached by the meridional cracks above the springing, θmean and θmax respectively, and the azimuthal frequency,
i.e., the reciprocal of the average azimuthal angle between two consecutive cracks, fϕ=1/ϕmean (see Fig. 5). Table 2 shows the results
of the calculations and Fig. 6 the relative crack patterns.

We can clearly notice a sort of invariance of the azimuthal frequency for εv/α≥ (εv/α)2. fifteen meridional cracks spread the dome
independently from the volumetric strain, thus from the amount of shrinkage. This value coincides almost perfectly with that re-
ported by Terenzio of fourteen major cracks. This can be put into correspondence with the existence of fifteen equally-spaced caveas
present at the base of the dome itself: all the major cracks stem from such caveas to propagate meridionally throughout the dome (see
Fig. 7). The slight difference in the azimuthal frequency could, however, be explained if one considered the presence of the pronaos
located at the entrance of the Pantheon (see Fig. 9), which, if constructed at the same time of the dome, could have prevented the
formation of the fifteenth crack above the entrance door, by limiting the volumetric straining of the contiguous part of the dome.
Indeed, looking at the pattern photographed by Terenzio (Fig. 2), we can notice a sort of symmetry to a plane passing from the
extremities and the center of the figure itself. That is, with respect the plane of symmetry of the building. Moreover, the azimuthal
distance between the first left-hand side and the last right-hand side cracks is higher with respect to all the other ones, suggesting the
explanation argued above. Fig. 9 shows a schematic representation of the possible crack pattern with fourteen cracks.

The subsequent decentering of the dome and gravity action plays a less relevant role with respect to shrinkage in the development
of cracks, as clearly depicted in Fig. 8. Indeed, the cracks with tip's latitude reaching a value higher than that where tensile hoop
stresses become compressive (for a hemispherical dome of uniform thickness this theoretically occurs at a latitude θ≅ 52°, see [9]), do
not evidently propagate further in the (macroscopic) equilibrium configuration of the dome.

Fig. 4. Geometrical model of the Rotonda and a detail of the dense FE Mesh.

Fig. 5. Schematic representation of polar and azimuthal angles.
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• Résultat: on retrouve des fissures méridiennes très semblables à 
celles qui existent
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4. The role of step-rings

In evaluating the effect of step-rings on the state of stress of the Pantheon's dome, the opposite and controversial results given by
Mark and Hutchinson [19] and Brune [4], as we highlighted in Section 1.3, need explanation. To this purpose, we investigate the
static response of the Pantheon under its own weight with and without step-rings, using a 3D and a 2D axi-symmetric model.

Table 2
Number of cracks, average and maximum latitude and azimuthal frequency.

♯ εv/α Ncracks θmean θmax fφ

[K] [°] [°] [∘−1]

1 3.4 12 29.97 47.39 0.0333
2 3.68 15 30.57 49.83 0.0416
3 3.97 15 34.88 55.89 0.0416
4 4.26 15 35.51 60.81 0.0416
5 4.55 15 38.80 65.84 0.0416

Fig. 6. Crack patterns at the end of the calculations for the different volumetric straining to thermal expansion coefficient ratios, as defined in Table 2.

Fig. 7. Progressive cracking of the dome due to an incrementally applied thermal load of (εv/α)5= 4.55 K, during step 2) (plan view).
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• Mark & Hutchinson avaient peut être raison: 

• probablement les Romains avaient déjà 
observé ce phénomène de fissuration 
précoce dans d’autres structures similaires 

• pour  garantir l’équilibre avaient alors utilisé 
les anneaux comme contrepoids



Les arcs-boutants de Notre Dame
• Un vieux débat concerne le fonctionnement des arcs boutants et notamment 

la conception faite de ces structures de la part des constructeurs. 

• La question est: le fait que les structures en pierre ont une faible résistance à 
la traction a pu inspirer les constructeurs dans leur conception des arcs 
boutants? 

• On a essayé de donner une réponse par l’optimisation topologique appliquée 
aux matériaux non-résistants à la traction (JNM 2016) 

• Actions: gravité et poussée inclinée (pour simuler l’action                                                                                               
du vent et la poussée de la voute). 

• Contrainte: conserver le  48% du volume                                                                                                             
d’origine et aucune résistance à la traction. 

• Problème plan
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• Loi de comportement: 2D isotrope non-symétrique.
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• Formulation du problème d’optimisation topologique: problème de 
minimum avec contrainte: double minimisation de l’énergie 
complémentaire avec contrainte sur le volume (Allaire & Kohn, 1993)

• Méthode SIMP (Solid Isotropic 
Material with Penalization):



• Procédure numérique:
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• Cas d’étude: les arcs-boutants du choeur de Notre 
Dame.
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•  Ec=50 Gpa 
•  Et=10 GPa 
•  ν=0.25 
•  9 x 24 elements ≈ 0.5 x 0.5 m 

f	

Ω	

γ	

Résultat

• Le résultat montre que probablement l’idée était d’utiliser l’arc 
boutant comme support à l’extrados plat en pierre, qui travaille 
en compression.



La charpente de Notre Dame
• L’ancienne charpente de Notre Dame était un chef d’oeuvre du 

XIII siècle 

• Les sources historiques ne nous renseignent pas sur ces 
structures 

• C’est la raison d’une recherche récente:  

• comment fonctionnait cette structure?  

• quelle était la conception structurale de ses bâtisseurs? 

• Bien que cette structure ait reçu, même avant l’incendie, une 
grande attention de la part de historiens, ce type d’étude 
manquait encore (J Cult Herit, 2021, TEMA, 2022)
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Les trois charpentes
• Charpente d’origine remplacée après 1220 (incendie en 1218? En 

tout cas, changement de la structure) 

• Trois charpentes: 

A. choeur ∼1225-30 

B. nef ∼1230-40 

C. transept ∼1843 (Viollet-le-Duc et Lassus)
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Ferme principale

Fermes secondaires

Jambes Sablières

Contreventement

Charpentes à chevrons formant ferme
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• Composition d’une unité structurale: 1 ferme principale + 
4 fermettes + jambes + sablières + contreventement
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• Le fonctionnement est donc nécessairement 3D

• Le contreventement transfère une partie des 
charges verticales des fermettes à la ferme 
principale

• La poussée horizontale des fermettes 
est transférée à la ferme principale par 
les sablières, qui travaillent en flexion 

• L’entrait travaille donc en 
traction et la charpente 
n’applique aucune force 
horizontale à la structure en 
pierre

• La poussée du vent n’est 
p a s é q u i l i b r é e p a r 
frottement, mais transférée 
p a r l e s j a m b e s a u x 
corbeaux en pierre en bas 
des murs gouttereaux
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own weight                                                              own weight + wind       

wind direction

• La simulation permet de confuter certains a priori et fausses idées et de 
mieux comprendre la pensée structurale des bâtisseurs 

• Les résultats montrent en fait que le système à chevrons formant ferme 
ne distribue pas uniformément la charge sur la structure en pierre 

• Cette croyance, fausse, était inspirée par des questions idéologiques et  
une approche 2D



• La question est: pourquoi ce type 
de structure? 

• La simulation permet de voir que 
pour les charpentes traditionnelles 
il faut un nombre beaucoup plus 
grand d’arbres  de diamètre >～40 
cm  (～65 au lieu de 21) 

• Les charpentes à chevron formant 
ferme peuvent se réaliser avec des 
arbres de plus petites dimensions, 
d isponib les en plus grande 
quantité 

• La solut ion trouvée par les 
gothiques est donc une réponse à 
un problème écologique: la 
déforestation de la France  du 
moyen âge
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Les schémas statiques
• Le changement de schéma entre la charpente du choeur et celle de 

la nef montre une maturation de la perception structurale: la rigidité 
est plus forte, pour un poids équivalent 

• Ce fait est confirmé aussi per une analyse dynamique: la fréquence 
de vibration de la nef est sensiblement plus forte de celle du choeur 

• Une meilleure conception en rigidité est conceivable sur la base de 
l’expérience
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f=0.206 Hz                          f=0.215 Hz                       f=0.632 Hz                       f=0.648 Hz                        f=0.687 Hz

Choir’s charpente

f= 0.521 Hz                         f= 0.607 Hz                      f= 1.102 Hz                      f=1.142  Hz                       f=1.255 Hz

Nave’s charpente



• La mécanique et ses outils de simulation sont aujourd’hui un 
partenaire incontournables des études sur le patrimoine, à la fois 
pour: 

• la préservation des monuments 

• leur mise en sécurité 

• la comprehension de la pensée des anciens bâtisseurs

Conclusion
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Merci pour votre attention


